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Spécifications scientifiques et informatiques : Chaos Polynomial

SYNTHESE

A completer

***

L’objectif du projet OPUS – Plate-forme Libre de Traitement des Incertitudes pour la Simulation – est de lancer une dynamique forte autour du Traitement Générique des Incertitudes en structurant au sein d’une plate-forme logicielle libre et intégrée des contributions prototypes et efforts de recherche appliquée à fort enjeu industriel. OPUS ressemble 10 acteurs industriels et académiques et reçoit un financement en France de la part de Agence Nationale pour la Recherche. Visitez www.opus-project.org pour plus de détails.

*CEA, Centrale Paris, Dassault Aviation, EADS IW, EDF R&D - coordinateur, INRIA, SOFTIA, SUPELEC, Université Denis Diderot, Joseph Fourier.

Scientific and software specifications for polynomial chaos

EXECUTIVE SUMMARY

To be completed

***

The aim of OPUS – Open source Platform for Uncertainty treatment in Simulation – project is to create and sustain an activity around Generic Uncertainty Treatments by building and maintaining an Integrated Open Source Platform. OPUS gathers 10 industrial and research partners* and receives governmental findings via Agence Nationale pour la Recherche. Visit www.opus-project.org for more details.

*CEA, Centrale Paris, Dassault Aviation, EADS IW, EDF R&D - coordinator, INRIA, SOFTIA, SUPELEC, University Denis Diderot, University Joseph Fourier. 
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1. Introduction

Ce document est relatif à la librairie NISP nom donné au composant logiciel de la plate-forme OPUS permettant de mettre en œuvre l’utilisation des polynômes de chaos.

Le document est structuré principalement en 3 parties :

· une introduction méthodologique au chaos polynomial généralisé

· une description des différentes fonctionnalités

· l’ensemble des spécifications de l’API de NISP.

2. Chaos Polynomial  Généralisé

L'utilisation des polynômes de chaos en mode non intrusif, c'est à dire sans modification du code de calcul, est similaire à celle des méta-modèles. Les réponses calculées par le code, fonction des paramètres incertains modélisés par des variables aléatoires, sont approchées par un développement polynomial dont les coefficients sont calculés à partir de la spécification puis de la réalisation d'un plan d'expériences numériques.

La particularité essentielle des polynômes de chaos est d'offrir des bases de fonctions orthogonales, propriété adaptée à l'ANOVA fonctionnelle et donc aux calculs des différents indices de sensibilité. Cette propriété permet également d'utiliser les méthodes de projection de type GALERKIN pour le calcul des coefficients. Les coefficients sont alors obtenus par intégration multidimensionnelle à partir de la réalisation d'un plan d'expériences spécifié par quadrature tensorisée ou partielle (constructions de Smolyak). Une dernière propriété liée à l'orthogonalité : l'obtention directe de la matrice de variance-covariance des réponses et donc de leurs corrélations éventuelles.

Vus comme méta-modèles, les polynômes de chaos sont des modèles linéaires et donc leurs coefficients peuvent également être calculés par les méthodes classiques de construction de méta modèles, comme par exemple les moindres carrés éventuellement régularisés. Cette particularité doit être retenue ab initio dans la plate-forme OPUS et prise en compte en lien avec les spécifications fonctionnelles des méta-modèles (plans d'expériences, validation, ...).

2.1. Variables stochastiques

Dans les problèmes de prise en compte des incertitudes dans les modèles numériques, la paramétrisation des incertitudes est une des étapes initiales correspondant à la définition d'un ensemble de variables aléatoires. Ces variables aléatoires seront par exemple définies avec des différentes lois à support non bornée (normale, log-normale, exponentielle, ...) ou bornée (normale tronquée, uniforme, triangulaire, log-uniforme, ...). 

L'approximation de tout méta-modèle, comme par exemple celui construit par chaos polynomial, devra pouvoir être réalisée sur un ensemble de variables aléatoires éventuellement différent de l'ensemble des variables aléatoires modélisant les paramètres physique incertains. Le plan d'expériences numériques à réaliser sera alors obtenu à partir de transformations iso-probabilistes entre les variables aléatoires utilisées comme entrées du méta-modèles et celles utilisées pour décrire  les incertitudes sur paramètres physiques du problème.

Les variables aléatoires utilisées pour le chaos polynomial seront appelées variables stochastiques. Ce seront des variables aléatoires standardisées. Et chacune d'entre elles, par sa densité, spécifiera le polynôme orthogonal monodimensionnel retenu dans le développement en chaos polynomial.

2.2. Base du Chaos Polynomial

Pour construire un polynôme de chaos, il faut dans un premier temps définir la base des polynômes orthogonaux mono-dimensionnels à partir de laquelle par tensorisation on obtiendra la base des polynômes multidimensionnels orthogonaux.

Pour être le plus efficace en terme de performance/précision, on doit envisager une tensorisation de polynômes mono-dimensionnels éventuellement différents, on parle alors de polynômes de chaos généralisés.

Le nombre de fonctions polynomiales de la base du développement du chaos polynomial dépend de la dimension stochastique et du degré maximal des polynômes multidimensionnels. La dimension stochastique correspond au nombre de variables aléatoires standardisées qui sont utilisées   pour modéliser les paramètres physiques incertains. Le degré d'un polynôme multidimensionnel est la somme des degrés des polynômes monodimensionnels qui le constituent. Le nombre de coefficients du développement en chaos polynomial s'exprime alors en fonction de la dimension stochastique et du degré polynomial retenu.
La base du chaos polynomial pourra être définie à partir d'un groupe de variables stochastiques. Par exemple en choisissant le groupe constitué de 3 variables respectivement de lois normale, uniforme et exponentielle, le chaos polynomial sera basé sur la tensorisation de polynômes de Hermite, de polynômes de Legendre et de polynômes de Laguerre. La somme de leur degré respectif devant être inférieur ou égal au degré retenu pour le chaos polynomial.
2.3. Calcul des coefficients du chaos polynomial

Les coefficients du polynôme seront calculés à partir de la réalisation du plan d'expériences. Le calcul des coefficients nécessitera l'échantillon spécifié sur le groupe de variables stochastiques et les réponses calculées par le ou les modèle(s) numérique(s).

Les coefficients du chaos polynomial peuvent être calculés par les méthodes d'intégration numérique multidimensionnelle (quadrature, cubature, construction de Smolyak) ou bien par les méthodes de type lissage moindres carrés encore appelées régression moindres carrés lorsqu'on considère que l'erreur d'approximation (partie tronquée) est modélisée par une variable aléatoire gaussienne centrée indépendante des entrées. Les méthodes de calcul basées sur l'intégration numérique multidimensionnelle utilisent la propriété d'orthogonalité des fonctions de la base du chaos polynomial.

Lorsqu’on analysera plusieurs sorties (cas général en simulation numérique), il y aura autant de jeux de coefficients que de sorties. Un chaos polynomial défini sur une base particulière pourra donc estimer plusieurs réponses. Cela revient à le considérer comme méta-modèles à plusieurs sorties.
2.4. Analyses d’incertitude et de sensibilité
Du chaos polynomial, on pourra évidemment obtenir directement à partir des coefficients la moyenne et la variance pour une sortie particulière. On pourra étendre sans difficulté la représentation à l’acquisition de la matrice de variance covariance lorsqu’on traitera plusieurs sorties.
Un des points forts du chaos polynomial porte sur l’analyse de sensibilité. En effet par ses propriétés il permet une représentation explicite de l’ANOVA fonctionnelle. On pourra donc extraire les différents indices de sensibilité de Sobol c'est-à-dire la part de la variance expliquée par un groupe de variables (éventuellement limité à une seule variable : indice du premier ordre) agissant indépendamment des autres ou bien en tenant compte de ses interactions avec les autres variables (sensibilité totale).

En le considérant comme méta-modèles, on pourra l’utiliser pour construire différents estimateurs : mode, moments, densité, fonction de répartition, médiane ou tout autre quantile. Ces méthodes statistiques utilisées pour acquérir ces estimateurs à partir de méta-modèles devront être partagées dans OPUS dans la mesure où leur utilisation ne dépend pas de la structure analytique du méta-modèle. Une des exigences industrielles notamment dans les études de sûreté ou de fiabilité, de l’utilisation de ces estimateurs empiriques est la connaissance de leur variance, leur niveau ou intervalle de confiance. 
3. Spécifications fonctionnelles
Les spécifications fonctionnelles seront présentées sous forme d’appels en pseudo-code C++ à la librairie NISP. Cela revient à définir l’API de la librairie NISP.

Une des méthodologies de prise en compte des incertitudes dans les modèles numériques par polynômes de chaos en mode non intrusif, peut être présentée de la façon suivante sous forme d’étapes séquentiellement ordonnées :
1. Choix du groupe de variables stochastiques
2. Spécification d’un échantillon sur le groupe de variables stochastiques

3. Calcul du plan d’expériences numériques à partir de l’échantillon préalablement défini sur les variables stochastiques, par transformations iso-probabilistes

4. Réalisation du plan d’expériences numériques par appel au(x) modèle(s) numérique(s)

5. Construction du polynôme de chaos généralisé basé sur le groupe de variables stochastiques

6. Calcul des coefficients du polynôme de chaos par intégration numérique ou par régression linéaire

7. Analyses d’incertitudes, de sensibilité et statistiques effectuées sur le chaos polynomial
A noter :

· l’étape 1 portant sur le choix de la base stochastique, reste un problème ouvert. Lorsque les transformations entre les entrées et les sorties sont relativement lisses, la base du chaos polynomial pour représenter les sorties pourra être choisie en fonctions des lois sur les paramètres physiques incertains. Celia revient à supposer que la base optimale pour représenter les sorties est celle définie par la base retenue pour représenter les paramètres incertains. Ce qui n’est pas toujours le cas. Ce problème pourra être retenu au WP2 pour rechercher ou développer des méthodes dédiées au choix optimal de la base du chaos polynomial des sorties.
· l’étape 5, celle du choix de la base du chaos polynomial peut être réalisée juste après avoir spécifié la base stochastique à l’étape 2.

Dans la suite pour chacune de ces étapes, nous allons préciser au niveau informatique en pseudo code C++, les spécifications fonctionnelles que devra assurer la librairie NISP.

3.1. Base stochastique
La base stochastique sera définie par un objet permettant de regrouper plusieurs variables aléatoires et notamment les variables stochastiques qui sont des variables aléatoires standardisées pour lesquelles seront associés des polynômes orthogonaux monodimensionnels.

Dans un premier temps on pourra faire appel aux polynômes de Hermite, de Legendre de Jacobi et de Laguerre respectivement associées aux lois normale, uniforme, bêta et exponentielle.
	Loi
	Polynôme

	Normale
	Hermite

	Uniforme
	Legendre

	Bêta
	Jacobi

	Exponentielle
	Laguerre


En notant SetRandomVariable la classe des objets définissant un groupe de variables aléatoires objets de la classe RandomVariable, l’appel à la librairie NISP se fera via des méthodes permettant :

· la construction d’un objet de la classe SetRandomVariable
· l’ajout d’un variable aléatoire, objet de la classe RandomVariable
· l’acquisition de la taille dimension stochastique, c'est-à-dire le nombre d’éléments de l’objet.

En pseudo-code C++ cela donne sur l’exemple d’un groupe de 3 variables stochastiques de loi normale, uniforme et exponentielle :

	// Création d’un groupe de variables stochastiques
SetRandomVariable * gx = new SetRandomVariable() ;

// ajout des variables stochastiques

gx->Add(new RandomVariable(“Normale”) );

gx->Add(new RandomVariable(“Uniforme”) );
gx->Add(new RandomVariable(“Beta”) );

gx->Add(new RandomVariable(“Exponentielle”) );

int nx = gx->GetDimension(); // nx prendra la valeur 4


3.2. Echantillon des variables stochastiques
L’échantillon associé aux variables stochastiques pourra être obtenu soit à partir des méthodes d’intégration numérique soit à partir des méthodes classiquement utilisées pour construire les méta-modèles.

Les méthodes d’intégration numérique feront appel aux méthodes de quadrature de Gauss ainsi qu’aux méthodes de quadrature partielle basées sur les constructions de Smolyak. La quadrature sera issue d’une tensorisation complète des méthodes de quadrature monodimensionnelle basée sur les points et les poids de Gauss (racines des polynômes orthogonaux). Pour les méthodes de cubature basées sur les constructions de Smolyak, on pourra utiliser la librairie mathématique développée par Petras et basée sur les formules de Clenshaw-Curtis (points extrêmes des polynômes de Tchebychev). En omettant les bornes de l’intervalle, la règle est celle de Fejér. La règle de Fejèr est nécessaire lorsqu’on utilise des transformations iso-probabiliste pour reconstituer une réalisation d’une variable aléatoire à support non bornée (lois normales) à partir d’une variable uniforme.
Les quadratures tensorisées ou les cubatures seront définies en fonction de leur degré d’exactitude souhaitée de la formule d’intégration numérique. Le niveau des quadratures ou des cubatures correspondra au degré maximum des fonctions polynomiales qui approchées exactement.
	// Quadrature tensorisée complète

int niveau = 9 ; // formule exacte pour des polynômes de degré <= 9
gx->BuildSample(“Quadrature”, niveau);

// ou bien par cubature via la librairie Petras

gx->BuildSample(“CubaturePetras”, niveau);

// Pour obtenir la taille de l’échantillon

int np = gx->GetSize() ;


Remarque : La méthode de cubature fournie par la librairie développée par Petras, nécessite des transformations iso-probabilistes dans le cas où la base du chaos polynomial contient des polynômes différents des polynômes de Legendre. Dans ce cas, son utilisation introduit une erreur d’intégration numérique même pour des fonctions polynomiales de degré inférieur au niveau de la cubature. En effet les transformations iso-probabilistes, transformeront un polynôme en une fonction non polynomiale. Ce problème sera envisagé dans le WP2 (recherche amont) afin de rechercher des méthodes d’intégration numérique multidimensionnelle basées sur les constructions de Smolyak et plus adaptées aux lois non uniformes.
Nous allons maintenant considérer les méthodes d’échantillonnage habituellement utilisées pour construire des méta-modèles comme par exemple :

· Monte Carlo,
· Latin Hypercube sampling,
· Quasi Monte Carlo.

L’exemple ci-dessous illustre la construction d’un n-échantillon par 3 méthodes différentes d’échantillonnage :

	// Taille de l’échantillon

int np = 123456 ;
gx->BuildSample(“MonteCarlo”, np); // Monte Carlo
gx->BuildSample(“Lhs”, np); // Hypercubes Latins
gx->BuildSample(“Qmc”,np) ; // Quasi Monte Carlo


On pourra utiliser la méthode QMC via les séquences de Sobol de la librairie GSL (Gnu Scientific Library) qui paraît donner des échantillons à faible discrépance même en grande dimension.

A noter que cette fonctionnalité est déjà implémentée dans des plates-formes comme OPENTURNS ou URANIE. On pourra alors utiliser leurs fonctionnalités pour générer un n-échantillon et faire appel à des méthodes permettant de transmettre l’échantillon à NISP.
L’exemple ci-dessous permet de récupérer un échantillon de taille np réalisé par d’autres composants que NISP et stocké dans l’objet Sample[k=0,…,np-1][i=0,…,nx-1] :

	// Taille de l’échantillon

int np = 123456 ;
gx->SetSample(“Qmc”, np); // Rappel de la méthode et de la taille de l’échantillon
for(k=0;k<np;k++) for(i=0;i<nx;i++) gx->SetSample( k, Sample[k][i] );


Il faut évidemment que l’échantillon créé correspond aux variables stochastiques défini par le groupe gx. Pour cela le groupe gx sera créé à partir de l’objet (OPENTURNS, URANIE, …) regroupant les variables aléatoires support du np-échantillon Sample.
3.3. Calcul du plan d’expériences numériques
Le calcul du plan d’expériences numériques se fera par transformations iso-probabilistes entre le groupe de variables stochastiques et le groupe de variables aléatoires modélisant les paramètres incertains du modèle numérique. Pour générer le plan d’expériences numériques, on pourra utiliser la même méthode BuildSample() appliquée au groupe des paramètres incertains mais en passant comme argument le groupe de variables stochastiques sur lequel nous avons préalablement réaliser un échantillon.

En notant gu l’objet regroupant les variables aléatoires du problème et en rappelant que gx est le groupe de variables stochastiques, le calcul du plan d’expériences s’obtient très simplement par :

	// Plan d’expériences à partir de l’échantillon défini sur le groupe gx des variables stochastiques
gu->BuildSample(gx);


On pourra évidemment développer d’autres interfaces de façon à communiquer l’échantillon réalisé sur les variables stochastiques à d’autres composants logiciels de la plate-forme OPUS. 
3.4. Réalisation du plan d’expériences numériques

Nous rappelons cette étape uniquement pour suivre la démarche méthodologique. En effet à ce niveau la librairie NISP n’a pas de fonctionnalités particulières à assurer. Les fonctionnalités propres à la réalisation des simulations numériques devront être assurées par d’autres composants logiciels de la plate-forme OPUS.

3.5. Construction du polynôme de chaos

Un polynôme de chaos pourra être construit à partir d’un groupe de variables stochastiques. Un constructeur sera donc défini à partir d’un objet de la classe SetRandomVariable. En rappelant l’objet gx, groupe de variables stochastiques préalablement défini, on pourra construire un polynôme de chaos très simplement par :

	// Construction d’un polynôme de chaos à partir du groupe de variables stochastiques gx
PolynomialChaos * pc = new PolynomialChaos(gx) ;


Cette construction n’est possible que si le groupe de variables correspond à un groupe de variables stochastiques (variables aléatoires standardisées) et pour lesquelles un polynôme orthogonal existe.
3.6. Calcul des coefficients du polynôme de chaos
Les coefficients sont calculés à partir de la réalisation du plan d’expériences numériques (étape 4 précédente). Il faut donc transmettre au polynôme de chaos les valeurs calculées des variables qu’il doit estimer. Afin de garantir une certaine modularité et indépendance entre les composants de la plate-forme OPUS, nous avons retenu comme solution la recopie des valeurs calculées par le(s) modèle(s) numérique(s) dans NISP. L’échange de données entre NISP et les composants ou la base de données gérant les évaluations numériques dans OPUS, se fera par la méthode SetOutputTarget() appliquée à un polynôme de chaos.

Dans l’exemple ci-dessous les réponses calculées sont supposées avoir été stockées dans un objet OutPut sur lequel on peut récupérer l’élément OutPut[i,j] correspondant à la sortie j de l’exemple i du plan d’expériences. On rappelle que np correspond à la taille du plan d’expériences et ny est le nombre de sorties :

	pc->SetDimensionOutput(ny );      // nombre de sorties
pc->SetSizeOutputTarget(np) ; // taille de l’échantillon
// Transfert des sorties calculées par le modèle numérique à NISP
for(i=0 ;i<np ;i++) for(j=0;j<ny;j++) pc->SetOutputTarget( i, j, OutPut[i, j] );
// Choix d’un degré polynomial (6 par exemple)
pc->SetDegree(int degre = 6) ;

// Calcul des coefficients par intégration (si le plan est issu d’une quadrature ou cubature)

pc->ComputeChaos( gx,  « Integration ») ;

// ou bien par moindres carrés (dans les autres cas) avec régularisation éventuelle
pc->ComputeChaos( gx,  « Regression ») ;


Le degré retenu pour le développement polynomial est évidemment contraint par la taille du plan d’expériences. Dans le cas d’une quadrature ou cubature, sa valeur maximale est celle donnée par la valeur maximale du degré pour laquelle la formule d’intégration utilisée est exacte. La valeur maximale du degré sera mémorisée lors de la définition de l’échantillon sur le groupe de variables stochastiques.

Pour la régression, ou plus précisément le lissage moindre carrés, on aura une contrainte sur le nombre de coefficients qui doit être inférieur au nombre de simulations ou bien on pourra lever cette contrainte en utilisant un terme de pénalité ajouté au coût quadratique.
3.7. Analyses d’incertitude et de sensibilité
Cette dernière étape est celle de l’extraction des différents estimateurs fournis par le chaos polynomial. On commencera par spécifier ceux qui dépendent explicitement des coefficients du polynôme de chaos. Puis on terminera par ceux qui font appel aux méthodes d’échantillonnage comme l’estimation de la médiane ou d’un quantile.

3.7.1. Moyenne et variance

La moyenne et la variance seront obtenues respectivement par les méthodes GetMean() et GetVariance() appliquées à un polynôme de chaos.
	// Moyenne et variance
double mean = pc->GetMean() ;

double variance = pc->GetVariance() ;


Pour un chaos polynomial à plusieurs sorties, il faudra préciser le rang de la sortie :

	// Moyenne et variance de la sortie de rang 5 

int rang = 5 ;

double mean = pc->GetMean( rang ) ;

double variance = pc->GetVariance( rang ) ;


3.7.2. Indices de sensibilité
Les indices de sensibilité du premier ordre correspondent à la fraction de la variance expliquée par une seule variable seront obtenus par la méthode GetIndiceFirstOrder() appliquée au polynôme de chaos. La méthode GetIndiceTotalOrder() permettra de récupérer l’indice de sensibilité totale d’une variable. En notant nx le nombre de paramètres incertains, ces différents indices pourront être récupérés et éditer sur la sortie standard par :

	// Edition sur la sortie standard des indices de sensibilité du premier ordre des nx paramètres

for(i=0 ;i<nx ;i++) cout << « Indice First Order » << i << pc->GetIndiceFirstOrder(i) << endl ;

// Edition sur la sortie standard des indices de sensibilité du premier ordre des nx paramètres

for(i=0 ;i<nx ;i++) cout << « Indice Total Order » << i << pc->GetIndiceTotalOrder(i) << endl ;


3.7.3. Matrice des variances covariances
Dans le cas où plusieurs sorties sont estimées par le chaos polynomial, on pourra estimer par le chaos la matrice de variances covariances des sorties. La méthode SetVarianceCovariance() appliqué au polynôme de chaos permettra de calculer la matrice. La méthode GetVarianceCovariance(i,j) permettra de récupérer l’élément (i,j) de cette matrice. Lorsque i est égal à j, on retrouve la variance de la variable. 
	// Calcul de la matrice de variance covariance

Pc->SetVarianceCovariance(); 

// Edition des éléments de la matrices

int ny=pc->GetDimensionOutput() ;

for(i=0 ;i<ny ;i++) for(j=0;j<i;j++) cout << pc->GetVarianceCovariance(i,j);


3.7.4. Indices de sensibilité d’un groupe de variables
Les indices de sensibilité d’un groupe de plusieurs variables devront être également fournis par la librairie NISP. On utilisera un ensemble de même cardinalité que le groupe de variables stochastiques. La méthode AnovaAddVar(r) appliquée au polynôme de chaos permettra d’introduire dans le groupe la variable de rang r. Une remise à zéro du groupe s’effectuera par la méthode AnovaEmptySet() également appliquée au polynôme de chaos.

Un exemple pour obtenir les indices de sensibilité du groupe constitué de la variable de rang 1 et celle de rang 3 :

	pc->AnovaEmptySet(); // si besoin ou par précaution
pc->AnovaAddvar(1);

pc->AnovaAddVar(3);
cout << « Indice Interaction groupe(1,2) » << pc->AnovaInteraction() << endl ;

cout << « Indice Global du groupe(1,2) » << pc->AnovaGlobal() << endl ;


La méthode AnovaInteraction() retourne la part de la variance due aux interactions entre les variables du groupe. La méthode AnovaGlobal() correspond à la part totale de la variance due aux variables du groupe. A noter que pour avoir l’indice de sensibilité totale d’un groupe de variable, il suffit de définir un groupe complémentaire et de prendre le complément à 1 de son AnovaGlobal().
3.7.5. Décomposition fonctionnelle de la variance

On pourra également obtenir la décomposition fonctionnelle totale de la variance exprimée en fonction d’un tableau de multi-indices de taille 2nx-1 :

	// Edition de la décomposition fonctionnelle de la variance
pc->GetAnova() ;


Cette méthode permettra d’éditer les fractions de la variance expliquée par les différents groupes de variables agissant en interaction lorsque le groupe est constitué de plusieurs variables ou bien retrouver les indices du premier ordre lorsque le groupe est constitué d’une seule variable.

On pourra également éditer la décomposition de la variance en ne considérant que l’ensemble des groupes expliquant une part de la variance totale par exemple 99%. Cela permettra d’identifier une base réduite optimale expliquant la part de la variance.

	// Edition de la décomposition fonctionnelle de la variance ordonnée et limitée à 99%

double alpha = 0.99 ;

pc->GetAnovaOrdered(alpha) ;


Et pour retrouver la totalité de la décomposition ordonnée de la variance, il suffira de positionner le seuil alpha à la valeur 1 puisque la somme des valeurs est égale à 1 :
	// Edition de la décomposition fonctionnelle de la variance ordonnée

double alpha = 1.0;
pc->GetAnovaOrdered(alpha) ;


Cette fonctionnalité peut s’avérer intéressante dans les problèmes où la variance est expliquée par un sous ensemble restreint de variables et d’interactions. Il faut donc envisager des méthodes permettant d’extraire du développement total du chaos polynomial, les termes les plus représentatifs. Cela rappelle la problématique des modèles creux et des approches HDMR utilisées en analyse de sensibilité.

3.7.6. Quantiles et fonction de répartition empiriques
Un alpha-quantile pourra être estimé de manière empirique à partir d’un n-échantillon réalisé sur le chaos polynomial, comme pour tout méta-modèle. Pour obtenir l’alpha-quantile à 95% à partir d’un échantillon de 100000 tirages :
	// Estimation du quantile à 95% de la première sortie

double alpha = 0.95;
int n = 100000;

double quantile = pc->GetQuantile(alpha, n) ;


Dans le cas de plusieurs sorties estimées par le chaos polynomial, il suffira de préciser le rang de la variable (par défaut le rang est celui de la première variable) :

	// Estimation du quantile à 95% de la sortie de rang 123
int rang = 123 ;
double alpha = 0.95;

int n = 100000;

double quantile = pc->GetQuantile(alpha, n, rang) ;


On devra également pouvoir spécifier l’estimation par le quantile de Wilks en précisant un niveau de confiance. Le même exemple avec un niveau de confiance à 99% :

	// Estimation du quantile de Wilks à 95% au niveau 99% de la sortie de rang 123

int rang = 123 ;

double alpha = 0.95;
double beta = 0.99 ;
int n = 100000;

double quantile = pc->GetQuantileWilks(alpha, beta, n, rang) ;


Et de façon plus générale pour estimer la fonction de répartition à partir d’un n-échantillon, il suffira de récupérer les sorties estimées par le chaos polynomial.

L’exemple suivant illustre la réalisation d’un échantillon de taille 100000 obtenu par tirages Monte Carlo :

	// Evaluation d’un n-échantillon Monte Carlo par le PC
int n = 100000 ;

gx->BuildSample(« MonteCarlo », n) ;
int nx = pc->GetDimensionInput(); // égal à gx->GetDimension()

int ny = pc->GetDimensionOutput(); // nombre de sorties estimées par le PC
for(k=0; k<n; k++) {

    for(i=0; i<nx; i++) pc-SetInput(i,gx-GetSample(k,i));

    pc->ComputeOutput();

    for(j=0; j<ny; j++) cout << pc->GetOutput(j) << end;
}


L’exemple précédent pourra évidemment être réalisé sur tout autre échantillon et en particulier sur des échantillons définis par d’autres composants logiciels d’OPUS (se reporter à la section 3.2 où par la méthode SetSample on transmet à NISP les valeurs d’un échantillon fait en dehors de NISP). 

L’ensemble des valeurs estimées pourra alors être traitée par un composant se chargeant de différentes fonctionnalités : histogramme, fonction de répartition empirique, quantiles, … 
4. Proposition sur l’API 
4.1. Variables aléatoires

	Classe RandomVariable : variable aléatoire

	Constructeur d’une variable aléatoire standardisée
	RandomVariable(type) 

	Constructeur d’une variable aléatoire
	RandomVariable(type,paramètres)


4.2. Groupe de variables aléatoires

	Classe SetRandomVariable : ensemble de variables aléatoires

	Constructeur par défaut
	SetRandomVariable()

	Constructeur d’un groupe de variables uniformes
	SetRandomVariable(int nx)

	Ajout d’une variable aléatoire
	Add( RandomVariable *)

	Construction d’un échantillon : quadrature, cubature, Monte Carlo, Latin hypercube, Quasi Monte Carlo, …
	BuildSample(méthode,paramètres)

	Construction d’un échantillon par transformations iso-probabilistes
	BuildSample(SetRandomVariable*)

	Nombre de variables aléatoires dans le groupe
	int GetDimension()

	Taille de l’échantillon
	int GetSize()

	Récupération de la valeur de l’élément i de l’exemple k de l’échantillon calculé
	double GetSample(k ,i, valeur)

	Spécification d’un échantillon calculé par un autre composant (OPENTURNS, URANIE, …)
	SetSample(méthode, taille)

	Transmission à NISP de la valeur de l’élément i de l’exemple k de l’échantillon calculé par un autre composant (OPENTURNS, URANIE, …)
	SetSample(k ,i, valeur)


4.3. Polynômes de Chaos

	Classe PolynomialChaos : polynômes de chaos généralisés

	Définition du nombre de sorties estimées par le PC
	SetDimensionOutput(int)

	Définition du nombre d’évaluations numériques
	SetSizeOutputTarget(int)

	Définition du degré
	SetDegree(int)

	Récupération du nombre des entrées (dimension stochastique)
	int GetDimensionInput()

	Récupération du nombre des sorties
	int GetDimensionOutput()

	Récupération du nombre de coefficients
	Int GetSize()

	Spécification du degré de la composante i du multi-indice

(un test vérifiera que la somme est inférieure ou égale au degré du polynôme)
	SetMultiIndice(i, degre)

	Récupération du coefficient attaché au multi-indice 
	GetCoefficientMultiIndice()

	Calcul des coefficients du PC
	ComputeChaos(SetRandomVariable *, méthode)

	Moyenne de la sortie estimée de rang r (r=1 par défaut)
	double GetMean(r)

	Variance
	double GetVariance(r)

	Indice de sensibilité du 1er ordre de la variable i
	GetIndiceFirstOrder(i)

	Indice de sensibilité totale de la variable i
	GetIndiceTotalOrder(i)

	Calcul de la matrice de variance covariance
	SetVarianceCovariance()

	Récupération de l’élément (i,j) de la matrice de variance covariance
	double GetVarianeCovariance(i,j)

	Remise à vide d’un groupe de variables
	AnovaEmptySet()

	Ajout de la variable i dans le groupe
	AnovaAddVar(i)

	Indice de sensibilité du à l’interaction des variables du groupe
	double AnovaInteraction()

	Indice de sensibilité du aux variables du groupe
	double AnovaGlobal()

	Edition de l’ANOVA fonctionnelle
	GetAnova()

	Edition de l’ANOVA fonctionnelle ordonnée limitée à un seuil (inférieur ou égal à 1 et par défaut égal à 1 pour avoir la totalité de la décomposition).
	GetAnovaOrdered(seuil)

	Alpha-quantile empirique de la sortie de rang r (par défaut r=1) à partir d’un n-échantillon Monte Carlo
	double GetQuantile(alpha, n, r)

	Alpha-quantile empirique de Wilks de niveau beta de la sortie de rang r (par défaut r=1) à partir d’un n-échantillon Monte Carlo
	double GetQuantileWilks(alpha, beta, n, r)

	Instanciation des entrées du méta-modèle PC : recopie la valeur x dans l’entrée i
	SetInput(i, x)

	Calcul des sorties
	ComputeOutput() ;

	Récupération de la sortie j
	double GetOutput(j)


5. Validation des fonctionnalités de la librairie NISP
Toutes les méthodes développées seront validées par l’application des cas analytiques pour lesquelles on connait la décomposition fonctionnelle de la variance. On pourra utiliser les cas tests utilisés classiquement en analyse de sensibilité :

· la  fonction de Ishigami, relativement facile à approcher par un chaos polynomial

· la fonction gSobol, plus difficiles à approcher en grande dimension dans la mesure où cette fonction présente une discontinuité sur la dérivée 

· et les cas analytiques à base de noyaux de Dirichlet proposés au GdR Mascot-Num, particulièrement intéressants dans la mesure où on peut spécifier la dimension du problème et la décomposition fonctionnelle de l’ANOVA. A noter que le degré d’oscillation et donc de non monotonie de ces fonctions peut être réglé.
[image: image1.png][image: image2.png]AGENCE NATIONALE DE LA RECHERCHE



